Teoria Miary i Catki

Bartosz Kwasniewski

Wyktad 12

Zamiana zmiennych w catce
i przechodzenie z granicg pod catke
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Niech (X, Fx,u) i (Y,Fy,v) przestrzenie z miarg i niecch T : X — Y
odwozorowanie mierzalne.

7 T v

Obrazem miary p jest miara T(u) na Fy, gdzie T(u)(A) = u(T-1(A)).

Tw. (abstrakcyjna zamiana zmiennych)

f e L(T(u)) wtedy i tylko wtedy, gdy fo T € L(p) oraz
Czesto pisze sig

v fdT = foTdu.
FeL(T(n) /Y () /x 1 Pt A

Dowdd: (1) Jesli £ > 0 prosta, to f = i, yila, {Ai}7; C Fy, i
n n
Jy fdT(n) = ;yiT(lU’)(Af) = ;YIM(T_l(Ai))

AOT ]IT 1

:fX ._Zjly/']lel(A,)dM fX(;yl]lA,>onU:fodu

2/9



(2) Jezeli f > 0 mierzalna, to istnieja funkcje proste {f,}°°, C E(F)
takie, ze 0 < f, /' f i wtedy takze f,0o T / fo T. Stad

Jy FAT() S tim [y o T(u) 2 lim [y fadp " [y F d
(3) Jezeli f : Y — R dowolna mierzalna, to

feL(T(n) < [yI|fldT(u) <o & [, |fldu < oo

< f e L(p).
Jesli to zachodzi, to
fyde fyf+dT fyf dT(u)

@ foFroTdu— [y f onu
_fooT)+du Jx(foT)"du= [y foTdu W

Wnl. Jesli T(u) < v, to [y foTdu= [, f LW dydiarfoT e L(u )J

Wn2. Jesli T odwracalne, T—! mierzalne oraz T71(v) < p, to
-1,
| rwrar= [ /Teyariw) = [ A(T00)- L5 dy

dla kazdej v-catkowalnej funkcji f: Y — R. 39



Wn3. Jesli g : [a, b] — [c, d] rézniczkowalna, rosnaca i na, to
d

| e = [ Al -

dla kazdej funkcji f : [c,d] — R catkowalnej w sensie Lebesgue'a.

Dowdd: Traktujac g : [a, b] — [c, d] jako ‘dystrybuante’ otrzymujemy
miare Lebesgue’a-Stieltjesa A\ na [a, b]; wyznaczong przez warunek
Xg([d, b)) = g(b') — g(a'). Ponadto g~1()\) = A, gdyz
g (N([@, b)) = Ag([2, 1)) = A(g(2), (b))
=g(b') — g(a) = Ag([d, V).
)\g

Skoro g rézniczkowalna, to Ay < A na [a, b] oraz CZ,—)\ = g'. Stad

¢ ¢ I dg ()
fly)dy = | fly)dA"=" [ f(g(x))- Zgx=(x) dA
C Cc a
b b
— [ #et) GEdr = [ Fe()-g'0x) dn .
a a
Uw. F : R — R niemalejaca, lewostronnie ciagta = A\ = F~1()\)

gdzie F-1(y) == inf{x € R : y < F(x)} funkcja kwantylowa

Miara Lebesgue'a-Stieltjesa jest obrazem miary Lebesgue’a dla dystrybuanty odwrotnej! af/9



Wn4. Jesli g : U — V dyfeomorfizm, gdzie U, V C R” zbiory otwarte,
to dla kazdej \"-catkowalnej funkcji f: V — R

Fy) dy = / F(&(x))| det(Jg) (x) dx
4 U

gdzie x, y € R" wektory i J, = (')g‘ 7;—1 macierz Jacobiego funkdji g.

Dowdd dla odwzorowania liniowego: Jesli g jest odwzorowaniem

liniowym, to ma stata pochodna. Mianowicie g'(x) = g, dla x € U,

czyli mozemy utozsami¢ g z macierza J;. Na mocy Tw z Wyktadu 7
g1 (A") = | det(g)|\" = | det(Jg)|\"

1 istnieje i jest liniowe, bo g liniowe odwracalne). Stad

/ )y = [ rlran™ [ (g()- 2500 d
= [ ety - 2 an = [ (g(x) - der()] .

Dla dowolnego (niekoniecznie liniowego) g wykorzysta¢, ze g(x)
lokalnie dziata jak odwzorowanie liniowe Jg(x)! 0
spochodna w punkcie x, to najlepsze liniowe przyblizenie w x"




Prz. (wsp6trzedne biegunowe) Rozwazmy dyfeomorfizm
g :(0,00) x (0,27) — {(x,y) € R? : y # 0} dany wzorem

g(r,) = (rcosy,rsinp).

cosyw —rsingp

Wtedy J, = [ .
sing  rcosgp

} oraz det(Jg) = r. Zatem z Wn4, dla

dowolnej funkcji catkowalnej f : V — R, V C R?, mamy

/f(x,y)dxdy:/ f(rcosp, rsing)rdrdy
v g (V)

Prz. Rozktadem zmiennej losowej £ : Q — R na przestrzeni (Q, F, P) ae.
jest obraz &(P) prawdopodobieristwa na R. Zmienna & ma rozktad )
ciggly <= &(P) < A i wtedy f := d%(f) nazywamy gestoscig rozkfadu
zmiennej &. Dla dowolnej funkcji borelowskiej h: R — R takiej, ze h(&)
ma wartos$¢ oczekiwang

Whnl

E(h(§)) = /Qh(f) dP = /Rh(x)f(x)dx.
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Niech (X, F, 1) przestrzen z miara.
Twierdzenie o zbieznosSci monotonicznej

{f} () fEE(u)<:>n|i_>ngofondN<oo
)< f/f ):><iwtedyfxfdu:nirgofxfndﬂ

iy (e ) _, ( FeLl) = Jim Jxhdu> —oo
N\ f i wtedy fxfdu:nler;Ofondu

Dowdd: i) to w zasadzie Tw. Leviego. Rzeczywiscie, zauwazmy, ze
<fo—h /F—F =L lim [ fo—fidu= [y f—fdp
< lim fxfndu—fxﬂdu:fxf—ﬂdu

Zatem f € L(p) <= —fh € L(p) <= [ — A du < o0 <=
lim fx fodu < co. Ponadto, jesli to zachodzi to

Iim/fndu:/fdu

i) wynika z i) poprzez przejsci od {f,}72; i f, do {—f,}°2, i —f. A
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Twierdzenie o zbieznosci zmajoryzowanej
{fatnz1 € Lp), f € L(n)

< n‘”f gfﬁ()): [y Fdu= lim [y fodp
N n—o0
anawet lim [\ |f,—f|ldu=0
Dowéd: Skoro\f|—|I|m fn] = I|m Ifal <gigel(p)t
{fa}o, C L(u), f e L( ) na mocy Lem Wyktad 10. Ponadto

|fn—f| |fo| +1f] <2g =2g—|f,—f| >0

Zatem mozemy zastosowa¢ Lemat Fatou do ciagu |2g — |f, — f|. Stad
Fatou

fX2gdu:fX2g—nI|_)n;O\f,,—f|dy, < I|nm_>|or2>ffx2g—|fn—f]du
=|inr1ior<1>ffx2gdu—fx [fp—fldu = [y 2g du— Ii,:n_)s;pfx |fo — f| du.
skracajac obie strony przez [, 2g dy otrzymujemy

0> —limsup [y |f, — fldpu <= limsup [, |f, — | dp =0

n—oo n—oo

> lim [, |fp—f|ldp=0.
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Stad
| [x fadp— [y fdul =1 [y fo—fdu| < [y |fo—fldp— oc.
Czyli lim [ fodp= [, fdp. |

Uw1. Poprzednie Tw pozostaja prawdziwe jesli zbieznos¢ punktows
zastgpi¢ zbieznoscia prawie wszedzie! Rzeczywiscie, jesli f, PY f oraz
N = {x: fo(x) / f(x)}, to fyly — f oraz [y fllydp = [y frdp.

Uw2. Na ogét nie mozemy wejs¢ z granica pod catke, patrz Wykfad 9.)

Prz. Niech (X, F, u) = ([0, 1], B([0,1]), A) oraz f, = nl(g1/n)- Wtedy
fp— 0 oraz /[O,l]fnd)\:n-)\((O,l/n]):n-l/n:1.
/

Zatem
Iim/ f,,d>\:17é0:/ lim f,dA\.
n=cc Jo,1] [0,1] "—°

W szczegdlnosci, nie istnieje catkowalna funkcja majoryzujaca ciag {f,}.
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