
Teoria Miary i Caªki

Bartosz Kwa±niewski

Wykªad 12

Zamiana zmiennych w caªce
i przechodzenie z granic¡ pod caªk¦
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Niech (X ,FX , µ) i (Y ,FY , ν) przestrzenie z miar¡ i niech T : X → Y
odwozorowanie mierzalne.

X Y

TT

X Y
A

T

X Y
AT−1(A)

µ ν

Obrazem miary µ jest miara T (µ) na FY , gdzie T (µ)(A) = µ(T−1(A)).

Tw. (abstrakcyjna zamiana zmiennych)

f ∈ L(T (µ)) wtedy i tylko wtedy, gdy f ◦ T ∈ L(µ) oraz

∀f ∈L(T (µ))

∫
Y
f dT (µ) =

∫
X
f ◦ T dµ. Cz¦sto pisze si¦

µ◦T−1 := T (µ)

Dowód: (1) Je±li f ­ 0 prosta, to f =
∑n

i=1 yi1Ai
, {Ai}ni=1 ⊆ FY , i∫

Y f dT (µ) =
n∑

i=1

yiT (µ)(Ai ) =
n∑

i=1

yiµ(T−1(Ai ))

=
∫
X

n∑
i=1

yi1T−1(Ai )dµ
1A◦T=1T−1(A)

====
∫
X

( n∑
i=1

yi1Ai

)
◦ T dµ =

∫
X f dµ.
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(2) Je»eli f ­ 0 mierzalna, to istniej¡ funkcje proste {fn}∞n=1 ⊆ E(F)
takie, »e 0 ¬ fn ↗ f i wtedy tak»e fn ◦ T ↗ f ◦ T . St¡d∫

Y f dT (µ)
Levi
= lim

n→∞

∫
Y fn T (µ)

(1)
= lim

n→∞

∫
X fn dµ

Levi
=
∫
X f dµ.

(3) Je»eli f : Y → R dowolna mierzalna, to

f ∈ L(T (µ))⇐⇒
∫
Y |f | dT (µ) <∞ (2)⇐⇒

∫
X |f | dµ <∞

⇐⇒ f ∈ L(µ).

Je±li to zachodzi, to∫
Y f dT (µ) =

∫
Y f + dT (µ)−

∫
Y f − dT (µ)

(2)
=
∫
X f + ◦ T dµ−

∫
X f − ◦ T dµ

=
∫
X (f ◦ T )+ dµ−

∫
X (f ◦ T )− dµ =

∫
X f ◦ T dµ. �

Wn1. Je±li T (µ)� ν, to
∫
X f ◦T dµ =

∫
Y f dT (µ)

dν dν dla f ◦T ∈ L(µ)

Wn2. Je±li T odwracalne, T−1 mierzalne oraz T−1(ν)� µ, to∫
Y
f (y) dν =

∫
X
f (T (x)) dT−1(ν) =

∫
X
f (T (x)) · dT

−1(ν)
dµ (x) dµ

dla ka»dej ν-caªkowalnej funkcji f : Y → R. 3 / 9



Wn3. Je±li g : [a, b]→ [c , d ] ró»niczkowalna, rosn¡ca i na, to∫ d

c
f (y) dy =

∫ b

a
f (g(x)) · g ′(x) dx

dla ka»dej funkcji f : [c , d ]→ R caªkowalnej w sensie Lebesgue'a.

Dowód: Traktuj¡c g : [a, b]→ [c , d ] jako `dystrybuant¦' otrzymujemy
miar¦ Lebesgue'a-Stieltjesa λg na [a, b]; wyznaczon¡ przez warunek
λg ([a′, b′)) = g(b′)− g(a′). Ponadto g−1(λ) = λg , gdy»

g−1(λ)([a′, b′)) = λ
(
g([a′, b′))

)
= λ

(
[g(a′), g(b′))

)
= g(b′)− g(a′) = λg ([a′, b′)).

Skoro g ró»niczkowalna, to λg � λ na [a, b] oraz
dλg
dλ = g ′. St¡d∫ d

c
f (y) dy =

∫ d

c
f (y) dλ

Wn2
=

∫ b

a
f (g(x)) · dg

−1(λ)
dλ (x) dλ

=

∫ b

a
f (g(x)) · dλgdλ (x) dλ =

∫ b

a
f (g(x)) · g ′(x) dλ. �

Uw. F : R→ R niemalej¡ca, lewostronnie ci¡gªa =⇒ λF = F−1(λ)
gdzie F−1(y) := inf{x ∈ R : y ¬ F (x)} funkcja kwantylowa

Miara Lebesgue'a-Stieltjesa jest obrazem miary Lebesgue'a dla dystrybuanty odwrotnej! 4 / 9



Wn4. Je±li g : U → V dyfeomor�zm, gdzie U,V ⊆ Rn zbiory otwarte,
to dla ka»dej λn-caªkowalnej funkcji f : V → R∫

V
f (y) dy =

∫
U
f (g(x))| det(Jg )(x)| dx

gdzie x , y ∈ Rn wektory i Jg = [∂gi∂xj
]ni ,j=1 macierz Jacobiego funkcji g .

Dowód dla odwzorowania liniowego: Je±li g jest odwzorowaniem
liniowym, to ma staª¡ pochodn¡. Mianowicie g ′(x) = g , dla x ∈ U,
czyli mo»emy uto»sami¢ g z macierz¡ Jg . Na mocy Tw z Wykªadu 7

g−1(λn) = | det(g)|λn = | det(Jg )|λn

(g−1 istnieje i jest liniowe, bo g liniowe odwracalne). St¡d∫
V
f (y) dy =

∫
V
f (y) dλn

Wn2
=

∫
U
f (g(x)) · dg

−1(λn)
dλn (x) dλn

=

∫
U
f (g(x)) · d | det(Jg )|λ

n

dλn (x) dλn =

∫
a
f (g(x)) · | det(Jg )| dλn.

Dla dowolnego (niekoniecznie liniowego) g wykorzysta¢, »e g(x)
lokalnie dziaªa jak odwzorowanie liniowe Jg (x)!
�pochodna w punkcie x , to najlepsze liniowe przybli»enie w x�

�
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Prz. (wspóªrz¦dne biegunowe) Rozwa»my dyfeomor�zm
g : (0,∞)× (0, 2π)→ {(x , y) ∈ R2 : y 6= 0} dany wzorem

g(r , ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ).

Wtedy Jg =

[
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

]
oraz det(Jg ) = r . Zatem z Wn4, dla

dowolnej funkcji caªkowalnej f : V → R, V ⊆ R2, mamy∫
V
f (x , y) dx dy =

∫
g−1(V )

f (r cosϕ, r sinϕ)r dr dϕ

Prz. Rozkªadem zmiennej losowej ξ : Ω→ R na przestrzeni (Ω,F ,P)
jest obraz ξ(P) prawdopodobie«stwa na R. Zmienna ξ ma rozkªad

ci¡gªy ⇐⇒ ξ(P)� λ i wtedy f := dξ(P)
dλ nazywamy g¦sto±ci¡ rozkªadu

zmiennej ξ. Dla dowolnej funkcji borelowskiej h : R→ R takiej, »e h(ξ)
ma warto±¢ oczekiwan¡

E(h(ξ)) :=

∫
Ω
h(ξ) dP

Wn1
=

∫
R
h(x)f (x)dx .
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Niech (X ,F , µ) przestrze« z miar¡.

Twierdzenie o zbie»no±ci monotonicznej

i)

(
{fn}∞n=1 ⊆ L(µ)

fn ↗ f

)
=⇒

(
f ∈ L(µ)⇐⇒ lim

n→∞

∫
X fn dµ <∞

i wtedy
∫
X f dµ = lim

n→∞

∫
X fn dµ

)

ii)

(
{fn}∞n=1 ⊆ L(µ)

fn ↘ f

)
=⇒

(
f ∈ L(µ)⇐⇒ lim

n→∞

∫
X fn dµ > −∞

i wtedy
∫
X f dµ = lim

n→∞

∫
X fn dµ

)

Dowód: i) to w zasadzie Tw. Leviego. Rzeczywi±cie, zauwa»my, »e

0 ¬ fn − f1 ↗ f − f1
Levi
=⇒ lim

n→∞

∫
X fn − f1 dµ =

∫
X f − f1 dµ

⇐⇒ lim
n→∞

∫
X fn dµ−

∫
X f1 dµ =

∫
X f − f1 dµ

Zatem f ∈ L(µ)⇐⇒ f − f1 ∈ L(µ)⇐⇒
∫
X f − f1 dµ <∞⇐⇒

lim
n→∞

∫
X fn dµ <∞. Ponadto, je±li to zachodzi to

lim
n→∞

∫
X
fn dµ =

∫
X
f dµ

ii) wynika z i) poprzez przej±ci od {fn}∞n=1 i f , do {−fn}∞n=1 i −f . �
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Twierdzenie o zbie»no±ci zmajoryzowanej

(
∀n |fn| ¬ g ∈ L(µ)

fn → f

)
=⇒

 {fn}∞n=1 ⊆ L(µ), f ∈ L(µ)∫
X f dµ = lim

n→∞

∫
X fn dµ

a nawet lim
n→∞

∫
X |fn − f | dµ = 0


Dowód: Skoro |f | = | lim

n→∞
fn| = lim

n→∞
|fn| ¬ g i g ∈ L(µ), to

{fn}∞n=1 ⊆ L(µ), f ∈ L(µ) na mocy Lem Wykªad 10. Ponadto

|fn − f | ¬ |fn|+ |f | ¬ 2g =⇒ 2g − |fn − f | ­ 0

Zatem mo»emy zastosowa¢ Lemat Fatou do ci¡gu |2g − |fn − f |. St¡d∫
X 2g dµ =

∫
X 2g − lim

n→∞
|fn − f | dµ

Fatou
¬ lim inf

n→∞

∫
X 2g − |fn − f | dµ

=lim inf
n→∞

∫
X 2g dµ−

∫
X |fn − f | dµ =

∫
X 2g dµ− lim sup

n→∞

∫
X |fn − f | dµ.

skracaj¡c obie strony przez
∫
X 2g dµ otrzymujemy

0 ­ − lim sup
n→∞

∫
X |fn − f | dµ⇐⇒ lim sup

n→∞

∫
X |fn − f | dµ = 0

⇐⇒ lim
n→∞

∫
X |fn − f | dµ = 0.
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St¡d

|
∫
X fn dµ−

∫
X f dµ| = |

∫
X fn − f dµ| ¬

∫
X |fn − f | dµ→∞.

Czyli lim
n→∞

∫
X fn dµ =

∫
X f dµ. �

Uw1. Poprzednie Tw pozostaj¡ prawdziwe je±li zbie»no±¢ punktow¡
zast¡pi¢ zbie»no±ci¡ prawie wsz¦dzie! Rzeczywi±cie, je±li fn

pw→ f oraz
N := {x : fn(x) 6→ f (x)}, to fn1N → f oraz

∫
X fn1N dµ =

∫
X fn dµ.

Uw2. Na ogóª nie mo»emy wej±¢ z granic¡ pod caªk¦, patrz Wykªad 9.

Prz. Niech (X ,F , µ) = ([0, 1],B([0, 1]), λ) oraz fn = n1(0,1/n]. Wtedy

fn → 0 oraz

∫
/

[0, 1]fn dλ = n · λ((0, 1/n]) = n · 1/n = 1.

Zatem

lim
n→∞

∫
[0,1]

fn dλ = 1 6= 0 =

∫
[0,1]

lim
n→∞

fn dλ.

W szczególno±ci, nie istnieje caªkowalna funkcja majoryzuj¡ca ci¡g {fn}.
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